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Resumen.- Se presentan a continuación algunas consideraciones acerca 
de la propagación de ondas en medios unidimensionales elásticos y -
visc~plásticos. El objetivo básico es la comparación entre diferentes 
m~delizaciones del sistema establecidas siguiendo las técnicas de Ele 
mentas Finitos. 
Como criterio comparativo se utilizan resultados obtenidos me-
diante el método de las características, que, para el caso descrito 
proporciona la solución más aproximada. 
La justificación del trabajo radica en que las técnicas de Ele-
mentos Finitos son fácilmente generalizables a problemas bi o tridi-
mensionales, mientras que las de características pierden rápidamente 
la ventaja de su simplicidad. 
1. ECUACION CONSTITUTIVA DE UN MEDIO 
ELASTO/VISCOPLASTICO 
El modelo mecánico para un material 
elasto/viscoplástico consiste en un amor 
tiguamiento, colocado en paralelo con --
un elemento plástico, a los que se añade 
el correspondiente elemento elá~tico en 
serie; como se aprecia en la fig. 1. 
a; 
<a> 
deformación total 
deformación elástica 
deformación viscoplástica 
tensión 
módulo de Young 
coeficiente viscoolástico 
tensión límite de-fluencia 
r: a>O a~O 
E Para la introducción de esta ecua-
C1on constitutiva en el análisis median-
te elementos finitos, es preciso conver-
tirla en una ecuación incremental: 
Ji, .. 
FIGURA 1. Hodelo mecánico para un mate-
rial elasto/viscoplástico. 
De esta manera, la tasa de deforma-
ción total tiene una componente elástica 
y otra viscoplástica. 
"E ·vp 
E = E + E 
Esto es: 
o lo 1 
E E + y < - 1 > signo o o y 
Donde se ha empleado la siguiente 
notación: 
9 
6.o 
Ó.E= E + y6.t <--0---
v 
- 1 > signo a 
en la ~ue se ha supuesto una variac1on 
lineal de cr a lo largo del incremento de 
tiempo con el fin de despejar el incre-
mento de tensión: 
6.o D /:,E - 6.0 
ep o ( 1 ) 
siendo: 
módulo elastoplástico 
la 1 
Ka 6t<--- 1 > signo a Y a· 
6a = 
o 1 
1 + 2 K 6t 
tensión apa-
rente. 
E 
J lol>o 
ay y coeficiente e lasto-
K plástico. 
o lol~o (2) y 
2. APLICACION DEL HEF 
2.1. FORNULACION DE LAS ECUACIONES 
La ecuación de equilibrio para una 
barra de sección constante es: 
U ao p --dX f 
donde: 
p densidad 
u desplazamiento 
x coordenada axial 
f fuerza externa volumétrica 
Transformándola en una ecuación in-
cremental y sustituyendo en ella }a ex-
presión (1) del apartado anterior, se -
obtiene una igualdad sobre la que apli-
car el Principio de los Trabajos Virtu~ 
les: 
iL pt:.Üij¡ 1 dx +!aL (Dept:.o-t:.o 0 ) ljij_ dx 
" iL Mljii dx 
siendo~. (x) una función de desplazamien 
to arbitraria. -
Reemplazando, por último, la defor-
mación por su valor en función del des-
plazamiento y éste por su aproximación 
en combinación de funciones de forma, -
esto es: 
dU 
e:=-ax 
obtenemos: 
y u 
10 
O bien, en forma matricial: 
M 6ü + K 6u 
"u rv rvep "u 
( 3) 
Denotando Af el vector de incremen ~a -tos de fuerzas aparentes debidas a las -
deformaciones viscoplásticas. 
Para el presente estudio, se han em 
pleado funciones de desplazamiento line~ 
les. Dentro de cada elemento de longitud 
1 de la barra: 
X 
1 - I 
y las matrices elementales se obtienen -
calculando las integrales señaladas: 
Pl [ 2 ] Me 6 2 
"u 
D [-~ - ~] K e ~ rvep 1 
6fe 6o [ -1 ] 
""a o 
Para obtener las matrices del sis-
tema, se adicionan las matrices de todos 
los elementos en sus correspondientes -
posiciones. 
2.2. ~ffiSA CONSISTENTE Y MASA CONCENTRADA 
Esta matriz elemental de masa obte-
nida en el apartado anterior se denomina 
consistente y es a veces sustituida por 
una matriz de masa concentrada: 
Ambas matrices pueden ser recogidas 
por la expresión general: 
o] Í -1 
3.+ Rl1 
distinguiéndose los siguientes casos: 
R o 
R 
O<R<1 
masa concentrada 
masa consistente 
masa consistente intermedia 
El uso de un tipo u otro de matriz 
de masa debe basarse en el error que re-
fleja en los resultados. 
Si se estudian las oscilaciones -
libres de una barra elástica de lonqi-
tud L, con los extremos fijos por ejem-
p¡o, y para distintas condiciones ini-
ciales de desplazamiento senoidal; se -
obtienen las sucesivas frecuencias natu 
rales: ·· 
nnc 
t.lln L---
siendo n el número de semiondas en la -
barra y e la celeridad de onda. 
El resultado de comparar estas fre 
cuencias (w ) con las que ~atisfacen l~ 
ecuación plinteada en N elementos fini-
tQs (w ) rinde la siguiente fórmula -
(ver r~ferencia l1ol): 
nn 
sen 2N 
- l R 3 
2 
sen 
nn 
2N 
que representamos en la fig. 2 9ara al-
gunos valores de R: 
1 . 5 
········· R:i 
R:0.5 
--~ R•O 
1 ·---- ·. 
1 ·-. •. "'·' 
.5 L ______ ,j 
0 1 
n 
Ñ 
FIGURA 2: Relación frecuencia aproximada 
w, a frecuencia real w, en fun 
ción del número de ondas adi--
mensional. 
2.3. METODO DE INTEGRACION 
Se ha elegido el método llamado de 
Diferencias Centrales para la integra-
ción en el tiempo de las ecuaciones (3) 
atendiendo a su sencillez y amplia difu-
sión. 
Se trata de un método condicional-
mente estable y, en este sentido, el in-
cremento de tiempo elegido debe ser va-
rias veces menor que el tiempo en que la 
onda recorre un elemento en el problema 
elástico. 
Para su aplicación, partiendo de un 
instante de tiempo t en el que es cono-
cido el estado del sistema, se plantea -
el siguiente sistema de ecuaciones a par 
tir de (3}: -
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De donde es despejado ~lit que sirve 
para predecir: ~ 
Siguiendo la aproximación: 
que da nombre al método de Diferencias 
Centrales. 
Ahora se hace ~t+ =~t+~u y se.cal-
cula en nuevo estado de! s1stema, 1n-
cluidos ~ft+ 1 , ~fat•fy Kept+ 1 • ~ ~ ~ 
El paso al siguiente instante de -
tiempo es análogo. 
2.4. ORGANIZACION DEL PROGRAMA 
El programa realizado para la inte-
gración por elementos finitos en medios 
elasto-viscoplásticos unidimensiona¡es -
consta de los siguientes segmentos: 
1) Lectura de datos. 
Se leen las características de la 
barra, el número de elementos y el 
tiempo de integración; así corno la 
forma de las fuerzas externas. 
2) Dimensionado de conjuntos. 
Se reserva espacio para las si-
guientes matrices y vectores: 
M K 
~ ~ep 
u ~u ~u ~f 
~ ~-1,0,1 ~ ~ 
o K 
~ ~ 
siguiendo la notación de los aparta-
dos anteriores. 
3) Montaje de la matriz de masa. 
4) Establecimiento de condiciones inicia 
les. 
Se igualan a cero, o a otros valo 
res, los vectores: 
u 
~ 
~u 
o 
~ 
o 
~ 
K 
~ 
5) Integración. 
Para cada instante de tiempo: 
- Se monta la matriz de rigidez ~ 
siguiendo la fórmula dada para &~­
da elemento y teniendo en cuenta -
el valor del vector de coeficien-
tes '6· 
- Se calcula el incremento de las -
fuerzas externas y se asigna a ~f. 
- Se suma el incremento de fuerzas -
aparentes debidas al efecto visco-
plástico al vector 4!· Para ello-
6o es calculado en cada elemento 
a ~artir de ~- Y el valor de ~ es 
inmediatamente actualizado sumán-
dole 6o (expresión (1)). Se actua-
liza aquí también el valor de ~ -
(expresión (2)). 
- Se resta al vector de cargas f el 
producto K /\u I'Gep '"1\,; o· 
- Se resuelve el sistema~ ~ü = ~f. 
- Se prevé el nuevo valor de la varia 
ble ~u, según la expresión: 
~u 1 = ~ü 6t 2 + 2~u0 - ~u_ 1 
- Se actualizan: ~ 
6) Grabación de resultados. 
Estos pasos descritos, se resumen 
en la f ig. 3. 
LECTURA DE DA TOS 
DIMENSIONADO DE CONJUNTOS 
MONTAJE DE 
.!::1 
CONDICIONES INICIALES ):! ~-l ~o 
INTEGRACION 
PARA CADA t 
MONTAJE DE K 
-ep 
~~!.fuerzas eKternas 
~ '" 4.! + LHuerzas aparentes 
4f = 4J- .!Seo ~O 
4_ü= t:1-1~.} 
f::,u "f::,ijt.t2 + 2Au0 - /J. u 1 _, - - -
~ = ~ + ~uo 
~~=~o 
~o=~1 
GRABAC 1 ON DE RESULTADOS 
FIGURA 3: Partes del programa de elemen-
tos finitos. 
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El programa ha sido escrito en le~ 
guaje BASIC y ejecutado en un ordenador 
personal para la obtención de los resul 
tados expuestos. -
3. EL METODO DE LAS CARACTERISTICAS 
Se trata de un método de análisis 
de ecuaciones diferenciales que, en ca-
sos como los aquí tratados, aunan faci-
lidad de programación con rapidez y exac 
titud. 
Una descripción más amplia del mé-
todo aplicado a la propagación de ondas 
puede encontrarse en la referencia jgj. 
Si, como caso oarticular, el medio 
es elasto/viscoplástico, es decir, si la 
viscosidad se presenta tan sólo en la -
parte plástica, y si no se supera la ten 
sión de límite elástico, la solución pro 
oorcionada por el método es exacta a con 
dición de que la malla recoja las varia= 
ciones de carga y geometría. 
Las curvas de tensiones y deforma-
ciones así obtenidas se utilizan como 
patrón de referencia y se muestran en la 
figura 5. 
Por otra parte, y dejando de lado -
la exactitud de la solución, el método -
de las características oresenta la venta 
ja de dar una interpretación muy clara -
del proceso de propagación de la onda. 
Sea como ejemplo el de la figura 4. 
Sobre el eje horizontal se represe~ 
tan, desde el origen hacia la derecha, -
las longitudes de las barras, y hacia la 
izquierda, los valores de la carga. 
El eje vertical es el de tiempos. 
La malla está formada por lasllneas 
características, que, para el problema -
de propagación de ondas, son rectas. 
Sobre ellas se translada la curva -
de carga manteniendo su forma (recuér-
dese que se está en el dominio elástico). 
Al llegar a cada extremo la onda se 
refleja invirtiendo su signo, ya que se 
trata de extremos libres. 
La sección AA' representa un corte 
de la malla a x=cte. Sobre éste se pro-
duce la historia de tensiones en la sec-
ción correspondiente de la barra. 
Se comprueba el paso de la onda ini 
cial (puntos I, II, III) , de su reflejo-
en el extremo derecho de la barra (pun-
tos I', II', III') y del nuevo reflejo-
en el extremo izquierdo (puntos I", II", 
III") . 
El trazo más grueso corresponde a 
la suma algebraica sobre la sección. 
X 
F 1 GURA 4. Método de las Características. 
4. EJ!:MPLOS 
A continuación se relacionan las -
características del problema considera-
do. Como se puede observar se trata de 
una barra de cobre que se somete a una 
ley de carga triangular. 
El tipo de función de viscoplasti-
cidad elegido e~ el propuesto por SOKO-
LOVSKI, y ello por tratarse de una ley 
lineal. 
tttttttttttttttHHttttttHHHttttttttttttttttttttttttHttttttttt 
t SEHERAL DATA t 
HHHttHHHHHIHftlttttttttHititHHHHttlttttttttttttttltt 
TOTAL STUDY TI HE............................ .0001 
NUHBER OF L1 NKS.. .. .. .. .. .. .. .. • .. .. .. .. .. .. 1 
Hill'IBER OF MATERIAL l'lí'ES.................... 1 
NUHBER OF SPECIAL ELEMENTS.................. O 
PROPOSE!i T 1 HE 1 NCREHENT.... .. .. .. .. .. .. .. .. • 5. E -7 
ALLOIIED ERROR IN LEN6THS YALUES............. 1 
FIINCllON TIPE ............................... SOiíilLOI/SKl 
ALLOWED ERfiOR IN STRESS APROXIHATION !Il.... 5 
NUHBER OF IIHERPOLATION LOAD POIHTS......... 3 
LOAD APPL!CATIDH HDOE ...................... . 
ALLDWED ERROR IN LOAD VAL \lES •••••••••••••••• 
fHtHtHHttttttttftttttiltHIHIItfiHttlttttttHtttttttttttttt 
LOAD IHTERPOLATION POINTS ltií'UT t 
HHtHttttttttltttttttltftttfHtttttttttittttttftttllttttttttttt 
POINT NU11BER TIHE VALUE LOAD VALUE 
------------
O.OOOOE+OO O.OOOOE+OO 
5. OOOOE-05 l. O•lOOE +04 
l. OOOOE-04 v.OOOOE+OO 
tHtttt tt tt t 1 ttt tttttt t ttftttftt 1 ttt tttt UttttH ttttlllltt U flltl 
~ATERIALS PROPERTIES INPUT 
ttt 1 tttttttl tt tttttt t tt ttt tttt tt ttt 1 tt t 11 Hltl tttttt 11 lit 1 ti ti t 11 
HA T. HUH. DENSITY YOUHS 11. VS. COEF. S T. YIELD !HIT. STR. 
8.904E+03 1.177E+II 2.54BE-05 5.000E+07 O.OOOEtOO 
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t tt 1 t tt 1 it tlt tttt lttf tt tft lltttlt 1 fttlttfl tttf tt ttttf lttttlttttlf 
LINKS PROPERTIES INPUT 
t lt t t ttttt ttt t ttttt tt tt t 11 t tttt 1 t ltt lttft t tttt ti ttttttttt ttfttttt 
LINK HUI'IBER TYPE LENGTH AREA 
2.400[-01 1.131E-04 
t ttt t 1 ttttttttttttHI t IItH ttttl ttt tt 11 Hit tf ttt lfi 1 ltt 1 ltt 1 tHtt 
t GEOHETRICAL CONDITIONS AT THE EHDS t 
1 tttl Hltttlttt tf lttt ttt U 1t tft tttttff lt ftHttH t f tttttt ttHtt ttt 
FREE FREE 
5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
En primer lugar se sometió a uno de 
los extremos de la barra a una carga -
triangular con valor tope inferior al lí 
mite elástico. -
·. /---
L__.¡.:::~ . ..L-·-·---L--___J_ _ ___. ____ , _______ J_-~---..l~~ •...... ---t.--:.:-'-------'-~·-t~~ 
FIC;LJR.A 5. l~istoria c<e ter.siones. M.C. 
La figura 5 representa la historia 
en tensiones, obtenida por el método de 
las características, para una sección de 
la barra situada a 0,03 m d€1 extremo en 
que se aplica la carga. Los valores obte 
nidos son teóricamente exactos. 
La figura 6 representa los mismos 
resultados obtenidos, esta v ez por el 
método de Elementos Finitos en la hipó-
tesis de masa concentrada y utilizando 
20 y 60 elementos respectivamente. 
En este caso sencillo, en el aue se 
trabaja en el campo elástico el método -
de las características resulta imbatible 
por su sencillez y facilidad de program~ 
ción. 
En lo que respecta al M.E.F., en ge 
neral se obtienen mejores resultados en 
la hipótesis de masas concentradas. 
t 
1 
1 
l 
~-
1 
N=60 
-, ... _ 
~ / -~ ~ 
~ CJC1C1 .1 r _____ ..... - '---- .. ._ .~J 
:::• l ___ ¿.::__~~~---'--i-~-~--·-2·:::,._,_~-~-:::--~---L-~--·--?~-·-~----' 
. CJC]¡;c¡¡::; 
. c:n::::11]5 
. CHJC:H 
o l~l[Ji]] 
i'S) 
¡_ 
l 
r 
~ 
~ 
___ ,-· 
·-. __ _ 
Puede observarse la concordancia -
total entre ambos resultados. 
En este caso el método de las carac 
terísticas pierde gran parte de las ven= 
tajas que presentaba en el dominio elás-
tico, ya que se cae en un proceso usual 
de inteqración numérica (en el caso elás 
tico las ecuaciones sobre las líneas ca= 
racterísticas eran rectas y la integral 
exacta) . 
. i?H][)] 
o l ____ ._-·.---~-~--...1_-. .L-,_~~~-_:>, - ··----~~-~~~}.~ __ , 
:=1 tFJ ·..._ UJ / CU 
La discontinuidad observada en el -
instante t=4 E-5 obedece a la ruptura de 
la línea elástica en la ley bilineal co-
rrespondiente a la hipótesis de material 
nlástico perfecto. 
1 ISl -~-es~--~- l:-9 
LJ..i ~ fS; ~~; 
Esta hipótesis introduce por ello 
inestabilidades en el proceso de inte-
gración. Lr• t'S:J 
FIGURA 6. Historia de tensiones. M.E.F. 
El segundo paso consistió en doblar 
el valor tope de la función de carga, -
sobrepasando ya claramente el valor del 
límite elástico. 
La figura 7 r¿presenta la historia 
de deformaciones, con la misma sección 
del caso anterior y obtenida mediante -
el método de las características (7a) y 
de los Elementos Finitos (7~. 
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F 1 GURA 7. Historia de deformacione;;s. 
(a 
(b 
Es por esto que se pensó en modifi-
car los programas, a fin de que soporta-
sen una ley estática tensión-deformación 
más "suave". 
Se introdujo la presentada por la -
referencia [11], figura 8, como corres-
pondiente al cobre. 
J. 5E+l'l8 -·--·-------------
l.~l+l:l~ 
_ ... -------· 
S .l1E • [t? - .... --···· 
S. EJE:+D.~ • 
B. BE+ BB --·-~------....L-_. ___ ; _____ ..t.. ____ ..t ___ ....____._ __ ___, ___ .,....L __ _ 
0.00E+OD l. LlDE-·D2 2 .OIJt:·-lJ2 3. OlJL:-02 4 .OOE-02 ~'· eeE-• 
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F 1 GURA 6. Ley pi ást ica cuasi estática. 
Los resultados conseguidos con la -
nueva ley son los representados en la -
figura 9 según el método de las caracte-
rísticas (9a) y Elementos Finitos (9b) . 
En ellas se representa la historia 
de deformaciones para secciones situadas 
a distintas distancias . 
. 2] 1 
. l.'l! 
• 1.11:'10 
. [Jl ::: 
. ('JI? 
. ~J 1 1 
J)l 
. 009 
• ~:lt':18 
.00? 
. [l(lf, 
• [1(:14 
i\1 
[ 
¡_ 
1 
/ .... 
x=.006 
x=.018 
x=.030 
x=.042 
M.C. 
x=.006 
X=.018 
X=.030 
_( __________ _ 
X=.042 
. l]()~: t M.E.F . 
. C::i02 r 
(a 
(b 
. f:l('l J ~ 
t] L .----!:::;~_::.::_-:=~_...L._____, _ _____.J.,. _____ ..._ _____ .-~. ____ J _____ ..a_. __ _. ____ -~---_._ __ __L_--...a- ___ 1. ___ _, ---- .._ ____ , 
FIGURA 9: Historias de deformación. 
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